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RESUMO

E apresentada neste artigo uma metodologia analitica de solucdo da equacéo de transporte de néutrons em
geometria unidimensional utilizando o método Py. A primeira parte da metodologia proposta neste trabalho
consiste em obter uma solugdo analitica geral local para o sistema de equagdes Py para um grau N impar
arbitrario e grau de anisotropia de espalhamento L < N. Na segunda parte, a solucao local analitica obtida para
as equacdes Py é utilizada como aproximante sintético nos termos integrais da fonte por espalhamento em uma
versdo simplificada da equagdo linear de transporte de Boltzmann: estacionaria, unidimensional,
monoenergética, azimutalmente simétrica, em meios materiais nao-multiplicativos e com fonte interior
isotrépica. A metodologia proposta foi implementada em um aplicativo computacional desenvolvido na
plataforma MatLab® para Windows. Além de gerar resultados numéricos para o fluxo escalar de néutrons
segundo o método Py, o aplicativo computacional gera resultados numéricos para os fluxos angulares de
néutrons em qualquer posi¢cdo do dominio e para qualquer direcdo ndo perpendicular ao dominio. Para avaliar a
aplicabilidade do método Py e da proposta de solucdo analitica da equacdo de transporte, sdo apresentados

resultados numéricos para um problema-modelo caracteristico.
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ABSTRACT

Described in this paper is an analytic methodology for the solution of the neutron transport equation in slab-
geometry using Py method. The first part of the present methodology consists of obtaining a local general
solution for the Py equations with arbitrary order N L < Nand degree L < N of scattering anisotropy. In the
second part, the local general solution for the Py equations was replaced in the scattering source of a simplified
version of the linear Boltzmann transport equation, i. e., stationary, slab-geometry, monoenergetic, azimuthally
symmetric, for non-multiplying media and isotropic internal source. This methodology has been implemented in
a computer code developed on the MatLab® platform for Windows. As a result, in addition to generating
numerical results for the scalar flux through the P, method, the computer code generates numerical results for
the angular flux at any position in the domain and for any direction not perpendicular to the domain. To
evaluate the applicability of the Py method and the analytic methodology, as described in this paper, numerical

results for a model problem are presented.

Keywords: neutron transport, Py method, Boltzmann linear equation.
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1. INTRODUCAO

A esséncia da teoria de transporte de néutrons fundamenta-se no estudo do balango entre
producdo e remocdo de particulas que migram em um dado meio material. Este fenbmeno é
modelado matematicamente pela equacdo linear de transporte de Boltzmann [1] e possui
importantes aplicaces, e.g., em protecdo radioldgica; fisica de reatores nucleares; na industria em
ensaios nédo destrutivos; na medicina com as terapias por captura neutronica pelo boro etc.

A aplicacdo do método Py, também conhecido na literatura como método dos harmdnicos
esféricos, foi introduzida por R. E. Marshak [2] e J. C. Mark [3] no transporte de néutrons. E um
método muito conhecido e descrito com detalhes em [4]. Alguns autores, [5], [6], [7], [8] e [9],
desenvolveram e utilizaram metodologias para solucdo analitica das equagdes Py . Tal solugdo
permite implementar a aqui chamada reconstrucdo angular, também conhecida na literatura
cientifica como técnica de integracdo da funcdo fonte, proposta inicialmente por [10] e consiste
essencialmente em utilizar aproximacgdes no termo integral da fonte por espalhamento na equacao
de transporte, com o objetivo de simplificar a obtencdo de uma solucdo para esta equagdo. No
presente trabalho, e também nas referéncias [5], [6], [7], [8] e [9], essa aproximacdo é feita
utilizando uma solucdo analitica das equacdes Py, em uma versao simplificada da equacdo de
transporte.

Apesar de ja conhecida, a solugdo analitica para as equacdes Py [4] foi determinada segundo um
algoritmo simplificado proposto em [11], para graus impares N e graus de anisotropia de
espalhamento L < N arbitrarios. Neste trabalho, a utilizacdo desta solugcdo no termo integral da
fonte por espalhamento da equacdo de transporte, possibilitou a implementacdo de uma expresséo
analitica mais simples para o fluxo angular de néutrons.

A seguir é apresentado um pequeno resumo do conteudo do trabalho. Na secdo 2 € descrita a
metodologia de solucdo das equacOes Py no interior de uma regido do dominio unidimensional e a
reconstrucdo angular analitica utilizando o método Py. Na secdo 3, sdo apresentados os resultados
numéricos gerados por este aplicativo para um problema-modelo caracteristico. Por fim, inclui-se
na secdo 4 um breve resumo do que foi realizado, observacdes a respeito dos resultados obtidos e
das possibilidades para trabalhos futuros.
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2. O METODO P, E ARECONSTRUCAO ANGULAR

Nesta secdo sdo descritos os modelos matematicos que sdo utilizados neste trabalho para
representar o fendmeno de migracdo de néutrons em meios materiais ndo multiplicativos. A
préxima subsecdo apresenta o sistema de equagdes Py e a solucdo geral local obtida para um grau N
impar arbitrario. A subsecdo 2.2 apresenta a equacdo linear de transporte de Boltzmann que foi
utilizada e descreve a metodologia analitica de solucdo desta equacgdo utilizando a solucdo das

equacdes Py como aproximante sintético nos termos de fonte por espalhamento.
2.1 Método Py

No método Py, adotado neste trabalho para a modelagem do fenédmeno fisico de transporte de
néutrons, considera-se que todas as secGes de chogque macroscépicas do meio hospedeiro séo
conhecidas, que o regime é estacionario, 0 meio hospedeiro é¢ unidimensional e 0s néutrons sao
monoenergéticos, i. ., 0s néutrons ndo variam sua energia cinetica ao colidirem com os nicleos dos
atomos constituintes do meio material. Efetivamente esta € uma boa aproximacao quando 0s meios
hospedeiros espalhadores ndo multiplicativos sdo constituidos de atomos pesados. Este fendmeno

pode ser modelado matematicamente pelas equagdes Py [4] que podem ser escritas como

4+ Dppy(x) + Ly 1(x) + (2€ + 1), (x)pp(x) = Q(x)8p0, £ = O:N,
_ 1)
op(x) =or(x) —0(x),0<x < X,0<x<X,
onde ¢,(x) , £ = 0: N, sdo as varidveis dependentes definidas como momentos angulares de ordem
?[4],i.e,

+1

$o(x) = f Po(u (o i) di', £ = O: N, @)

-1

Na Equacdo (1), oy (x) é a secdo de choque macroscdpica total na posicdo x; a,,(x) é a £-ésima

componente da secdo de chogque macroscépica de espalhamento diferencial na posicdo x; Q(x) é
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uma fonte interior isotropica na posicédo x; 8, € 0 delta de Kronecker, i. e., € igual a unidade se
£=0e€ azero sef+0; Né o grau da aproximacdo Py[4]; X € o comprimento do dominio

unidimensional; e ¢'(x) é uma notacdo simplificada para a derivada ordinéria de primeira ordem
em relacdo ax, i. e.,, ¢'(x) = %ix). Em (2), u € o cosseno do angulo 8, que é definido como o

angulo polar; P,(u") é o polindmio de Legendre de grau ¢; e y(x, u") é definido como fluxo angular
de néutrons, que migram entre x e x + dx na direcdo entre u’ e i’ + dy’. E importante ressaltar que
¢po(x) é definido como o fluxo escalar de néutrons e ¢,(x) € a corrente total de néutrons. Os
demais momentos angulares ndo possuem nomenclaturas especiais [4].

Considere neste ponto, por exemplo, um dominio unidimensional heterogéneo com Ny regides
que podem ser constituidas do mesmo material ou de materiais distintos, assim como mostrado na

Figura 1.

regiao 1 regiao 2 regiao Ng |
1 : 1 1 1
x =0 zonal zona 2 zonal x=X

Figura 1: Exemplo de dominio heterogéneo [11].

O ndmero de zonas materiais em um dominio unidimensional é sempre menor ou igual ao nimero
de regiGes N;. A regido 1 e a regido N; (Figura 1), neste exemplo, sdo constituidas do mesmo
material e, portanto, constituem uma Unica zona material. Os parametros materiais g,, £ = 0: N, e a
fonte interior Q s&o uniformes no interior de cada regido constituinte do dominio. Assim, o sistema

de equac0es representado em (1) aparece como

€+ Dy () + Ly (x) + (22 + Doppp(x) = Qb0 , £ =0:N,

op = 0r —0g,x €[0,h,],r=1:Ny.

@)

Como pode ser observado no sistema de equagdes apresentado em (3), a posi¢ao x pertence ao
intervalo [0, h,.], onde h,. representa a espessura da regido r. Esta restricdo é imposta, pois aqui foi

adotada uma técnica, denominada estratégia do zero flutuante [12], que foi utilizada para evitar o
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crescimento da abscissa no dominio até o valor X. Esta foi a solucdo escolhida para remediar
algumas possiveis ocorréncias de interrupcdes na execugdo computacional por overflow. Porém,
existem outras técnicas mais eficientes para resolver o problema de overflow, descritas em [5], [6],
[71, [8] e [9]. Mediante a técnica do zero flutuante, a fronteira esquerda da regido r é associada a
posicao x = 0 e a fronteira direita é associada a posi¢do x = h,.. Em outras palavras, toda
interface imediatamente a esquerda de qualquer regido é associada a posicdo x = 0.

A equacdo (3) constitui um sistema de N + 1 equacdes diferenciais ordinarias lineares de
primeira ordem com coeficientes constantes cuja solugdo geral é composta pela soma de uma
componente homogénea com uma componente particular [11]. E importante ressaltar que, neste

trabalho, o grau N assume valores naturais impares e, para construir o sistema (3), é considerado

dn+1(x) =0, (4)

que é a aproximacdo Py [4]. Ademais, independentemente do grau N escolhido, admite-se que, por
ser uniforme e isotropica, a fonte Q gera uma componente particular uniforme somente para a
solucdo geral local do momento angular de ordem zero ¢,(x); i. e., para o fluxo escalar de

néutrons. Esta componente particular pode ser escrita na forma

by =—, Oq = 09 = 01 — Oy, (%)

onde o, € definido como a se¢do de choque macroscopica de absorcéo. Para se obter a componente
homogénea da solucdo geral local para ¢y(x), e também as solucBes locais para os demais

momentos angulares, faz-se necessario resolver o seguinte sistema homogéneo:
E+ Dy () +2py_(x) + (22 + Vappp(x) =0, £ =0:N,

Op =0r —0gp,x €[0,h,],r=1:Ny. (6)

Para N = 1, considerando a Equacdo (4) e explicitando as derivadas, o sistema (6) pode ser escrito

na forma matricial como
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, 0 @+ 01\
6 £, o )
<¢>1) - '\_ @t +1) . (¢>1>'
2o+ 1

Assim, como pode ser observado, os valores para o parametro £ ndo foram convenientemente
substituidos; ao invés disso, seu valor ficou indicado no indice de ¢, i.e., £, =0,¢, =1, ..., = k.
De maneira analoga, o sistema é construido em forma matricial para N = 3 e N = 5. Assim, foi
observado um padrdo na matriz de coeficientes associada ao sistema homogéneo das equactes
diferenciais Py, dado em (6). Por meio deste padrdo, a matriz de coeficientes do sistema homogéneo,
definida como A, pode ser construida computacionalmente para um grau arbitrario impar N,
segundo um algoritmo descrito em [11].
De forma generalizada, o sistema (6) pode ser colocado em forma matricial como

¢'=A9p, (8)

onde ¢’ representa o vetor coluna com as N + 1 derivadas e ¢ é o vetor coluna com os N + 1
momentos angulares. O sistema homogéneo local (8) € resolvido realizando a decomposi¢do
espectral da matriz A [13]. A solucdo geral para o sistema local (3), i. e., soma da solugédo do
sistema homogéneo (8) com a componente particular dada em (5), pode ser escrita da seguinte

forma:

N
¢o(x) = Z Crap,(vy)eVr* +U£6m ,£=0:N,.x € [0,h,],r = 1: Ng, 9)

k=0 a

onde vy, k=0:N, sdo os N + 1 autovalores da matriz A, a,(vy), £=0:N , é 0 £-ésimo
componente do autovetor da matriz A associado ao autovalor v, e C,, k = 0:N, s as N + 1
constantes por regido. Para determinar as N + 1 constantes por regido € necessario estabelecer
condi¢Oes de contorno e de interfaces que possibilitem a construcdo de um sistema com (N + 1)Ng

equacdes algébricas e lineares em (N + 1)Ny incognitas, que sdo as constantes que precisam ser
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calculadas. Neste trabalho sdo adotadas apenas condigdes de contorno do tipo prescritas. Para
aproximar condi¢cdes de contorno de incidéncia prescrita no método Py sdo consideradas as
condigGes de contorno tipo Mark e Marshak [4].

Para utilizacdo das condicbes de contorno do tipo Mark, inicialmente sdo obtidas as raizes do
polindmio de Legendre de grau N + 1, que aparecem aos pares positivas e negativas e apresentam o
seguinte formato: (N + 1)/2 raizes positivas iguais aos modulos das outras (N + 1)/2 raizes
negativas. Na extremidade esquerda do dominio, i. e., em x = 0, € utilizado o seguinte conjunto de

equacoes [11]:

N N
2¢+1 Q N+1
> Z Pen)ar(v) Gie = Iy = 5— oty > 0,00 = Li=——, (10
k=0 £=0 a

onde I é o fluxo prescrito isotrépico incidente no contorno esquerdo e u,, é a n-ésima raiz positiva.
Para a extremidade direita do dominio, i. e., em x = hy,, 0 conjunto de equacdes utilizado é dado

por [11]

N N
20+ 1 N4+1
Z Z Py(uy)a,(vi)e ™k ¢, = I, —% ,oUp <0,.n = 1:T, (12)

=0 =0 a

onde I, é o fluxo prescrito isotropico incidente no contorno direito e, neste caso, u, é a n-ésima
raiz negativa. Desta forma, é obtido um total de N 4+ 1 equagdes de contorno: (N + 1)/2 no
contorno esquerdo e (N + 1)/2 no contorno direito. Neste ponto é importante ressaltar que, devido
a estratégia do zero flutuante, a abscissa x na Equacéo (11) foi substituida pela espessura da ultima
regido hy, ao invés de se substituir pelo comprimento total do dominio dado por X.

No caso da condi¢do de contorno do tipo Marshak, o conjunto de equagdes para 0 contorno
esquerdo pode ser escrito como [11]

RS

k=0¢=0

28+ 1
PO (f P(#)Pe(#)du)Ck—(l —%) f P (Wdu n=135.,N. (12)
0 a
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Para o contorno direito o conjunto de equagdes aparece como

N N
2¢+1 0 0
,Zo;) T ay(ve e ( f_lpnmm(u)du) 6= (1> - %) | R, (13)
n=135..,N.

Assim, é construido um total de N + 1 equages de contorno considerando (N + 1)/2 no contorno
esquerdo e (N + 1)/2 no contorno direito. As condigdes de Mark e Marshak sdo formas de
aproximar as condi¢des de contorno prescritas.

Para um dominio heterogéneo, i. e., constituido por mais de uma regido, é necessario completar
0 sistema com mais (N + 1)(Nr — 1) equagdes, que sdo obtidas a partir da continuidade de todos

0s momentos angulares nas N — 1 interfaces do dominio unidimensional, i. e.,

¢ (h) = ¢31(0),. r=1:(Ng — 1),.£ =0:N . (14)

A solucdo geral local (9) é substituida na Equacdo (14) e entdo sdo obtidas (N + 1)(Nz — 1)
equacdes. Assim como nas equacdes de contorno, a estratégia do zero flutuante também é adotada
nas equacoes de continuidade, conforme Equacéo (14).

Portanto, por meio da metodologia descrita anteriormente, é construido um sistema com
(N + 1)Ng equagdes algébricas e lineares em (N + 1)Ny incognitas. Uma vez determinadas estas
constantes, os momentos angulares podem ser calculados em qualquer posicdo do dominio

utilizando a Equacao (9).
2.2 . Equacao linear de transporte de Boltzmann e a reconstrucgdo angular
Neste trabalho, na realizacdo da modelagem matematica, é adotada uma versdo simplificada da

equacdo linear de transporte de Boltzmann [14], considerando as seguintes hipdteses

simplificadoras: modelo estacionario, monoenergético, azimutalmente simétrico, unidimensional e
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em meio material ndo multiplicativo. Admitindo estas hipoteses simplificadoras, a equacéo linear de

transporte de Boltzmann no interior de uma regido r» de um dominio unidimensional aparece como

2¢+1

0
B ) + o7, ) = Z -

£=0
€[0,h],r=1Ng,-1<u<1,u=+0.

%ﬁmanMMW@uNW+§ (15)

Aqui L é o grau de anisotropia de espalhamento® e o fluxo angular de néutrons ¥ (x, u) € a variavel
dependente. Os termos integrais na fonte por espalhamento da Equacédo (15) sao as definicdes dos
momentos angulares, de acordo com a Equacéo (2). Para se implementar a metodologia analitica de
solucdo da Equacdo (15) é utilizada a solugdo geral local das equacbes Py, dada na Equacédo (9).

Logo, substituindo (9) em (15) obtém-se

O-s{’P{’ (.u) %

N
Z Ckag(vk)evkx + 26&0 +
O-a

k=0
€[0,h],r=1:Ny,-1<pu<1,u#0L<N

L
0 20 +1
M=) + orp( ) = )

2
£=0

(16)

Aplicando a técnica do fator integrante [11] na Equacdo (16) e integrando o resultado de zero a x,
para valores positivos de u, obtém-se a seguinte expressdo analitica para o fluxo angular de

particulas neutras que migram da esquerda para a direita no interior de uma regido r do dominio:

20 +1
o, o Xd=o T osePr()a, (vid) Cx _or,
Yo u) = (0, e B + (evkx_e u )

Vi + _T (17)
k=0

U
_or
+i(1—e #x),

x € [0,h;],r=1:Ng,.u>0,L <N.

Aqui (0, ) é o fluxo angular de néutrons com direcdo u, incidente na fronteira a esquerda da

regido r, parar = 2: N;. Quando r = 1, tem-se ¥ (0, ) = I, pois na primeira regido, a posicao
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x = 0 coincide com o contorno esquerdo do dominio. A partir do fluxo prescrito isotropico I
incidente no contorno esquerdo, determinam-se utilizando (17), os fluxos emergentes das regides a
esquerda que sdo, por continuidade, os fluxos incidentes nas regifes contiguas a direita. A técnica
do fator integrante foi aplicada na Equagéo (16), de forma semelhante, para o caso em que u < 0;
porém os limites de integracdo, inferior e superior, foram substituidos por x e h,., respectivamente.

O resultado dessa integracao € o fluxo angular de particulas que migram da direita para a esquerda

20+ 1
or N Y05 0sePp()ap (i) Ck

Y(x,u) = P(h,, pet (hy—x) Z P

k=0 Vi

or
Pl 8 h -
[evkhre p (hr=x)

o7 —ew| g

IT(p —
+%[e#(hr x)_l],.xe[O,hr]'r=1:NR,.,Ll<O:LSN'
a

Neste caso, ¥ (h,, u) representa o fluxo angular de néutrons que migram na direcao w, incidentes na
fronteira & direita da regido r, com r variando de forma decrescente entre (N; — 1) e 1. Para
r = Ng, tem-se w(hNR,u) = Ip, pois na ultima regido a posi¢do x = hy, coincide com o contorno
direito do dominio. A partir do fluxo prescrito isotropico I, incidente no contorno direito,
determinam-se, utilizando (18), os fluxos emergentes das regifes a direita que sdo, por
continuidade, os fluxos incidentes nas regides contiguas a esquerda. E importante enfatizar neste
ponto, que as Equacdes (17) e (18) podem ser utilizadas para o céalculo do fluxo angular ¥ (x, ) em
qualquer posicdo x do dominio e para qualquer direcdo u pertencente ao intervalo [—1,0) U
(0,+1]. Neste trabalho, estas equacGes sdo utilizadas para determinar y(x, ) somente em
problemas com condigGes de contorno do tipo prescrita.

Um aplicativo computacional foi desenvolvido na plataforma MatLab® para Windows [11] para
gerar resultados para o fluxo escalar de néutrons, segundo a metodologia Py descrita na subsegdo
2.1, e para fluxo angular de néutrons, segundo a metodologia descrita nesta subsecdo. Alem do
método Py e da reconstrucdo angular proposta neste trabalho, o aplicativo oferece também os
métodos: Sy analitico (ASy) para L arbitrario, que é uma extensdo do método descrito em [15] e que
é também uma das contribuicGes deste trabalho; e o tradicional método numérico de malha fina

Diamond Difference, (DD) [1] que também foram implementados com o objetivo de gerar
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resultados de referéncia. Os metodos ASy e DD sdo metodologias de solucdo da equacgdo de
transporte, segundo o convencional método das ordenadas discretas (Sy), que usa neste aplicativo a
quadratura angular de Gauss-Legendre. O grau da quadratura de Gauss-Legendre deve ser um
namero par arbitréario escolhido pelo usuéario. Os dados de entrada de um problema s&o inseridos
pelo usuario por meio de uma janela de interface e, a partir destes dados, o aplicativo oferece ao

usuario recursos como resultado em um ponto do dominio, tabelas e graficos.

3. RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSAO

Nesta secdo € apresentado um problema-modelo com grau de anisotropia de espalhamento
L = 10, adaptado de [16], para ilustrar a precisdo do metodo Py, descrito na subsecdo 2.1, e da
metodologia analitica de solucdo da equacdo de transporte, descrita na subsecdo 2.2. As
configuracGes do sistema onde o cddigo computacional foi executado, podem ser listadas como:
processador intel CORE i3 1,80 GHz, 2GB de memadria RAM e sistema operacional Windows 8.1 -
64 bits.

Considere um dominio unidimensional heterogéneo com cinco regides de comprimentos
h; = j+1,j = 1:5, conforme a Figura 2. Cada regido é constituida de uma zona material diferente

e 0s parametros sdo determinados, em cm ™1, segundo as equacdes

5 .
] ; j+ 20
) ,Jj=15 e d,= 0,69*’(2100

j j+ 20 _
aTzO,l( 71 ),]:1:5,€=0:10. (19)
Foram inseridas fontes interiores de néutrons apenas nas regides 2 e 4, Q, =2cm™3s™ 1 e
Q, =4cm™3s71, além de uma incidéncia de néutrons unitaria e isotropica prescrita emx = 0e

condicdo de contorno do tipo vacuo em x = 20 cm.

Q: Q4

x=0 x=2 x=5 x=9 x =14 x =20cm
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Figura 2: Dominio unidimensional heterogéneo com cinco regides [11].

A Tabela 1 apresenta os resultados numéricos gerados para os fluxos escalares (cm™2s™1) em
duas posi¢fes do dominio utilizando o método Py para N = 63 e N = 127. As condic¢Bes de
contorno do tipo prescrita do problema foram aproximadas utilizando a condi¢do do tipo Mark e
também a condicdo do tipo Marshak. Estes resultados foram comparados com aqueles obtidos por

meio dos métodos ASy e DD nas formulagbes S, € S;,5 de Gauss-Legendre.

Tabela 1: Fluxos escalares no problema-modelo (cm™2s~1).

x (cm) DD (18)% DD (200) ASy Mark Marshak
Sea Sea Sea Pg3 Pg3
2P 4s 840 s 2s 181s
10 1,420119E1° 1,374662E1 1,374481E1 1,374481E1 1,374481E1
(0)° 0)
20 7.414615E-1 7,121013E-1 7,122591E-1 7,122591E-1 7,122877E-1
(0) (4,0E-3)
5128 5128 5128 P127 P127
9s 11s 55 m 10s 16 m
10 1,413980E1 1,374692E1 1,374503E1 1,374503E1 1,374503E1
(0) (0)
20 7,905667E-1 7,120991E-1 7,122569E-1 7,122569E-1 7,122711E-1
(0) (2,0E-3)

Legenda: (a) — Nodalizacdo; (b) — Tempo médio de execugdo; (c) — Lé-se 1,420119 x 10%; (d) — Desvio relativo
percentual em relagdo ao resultado gerado pelo método ASy.

Ao analisar a segunda e a terceira colunas da Tabela 1, da esquerda para a direita, nota-se que 0
refinamento da malha de discretizacdo espacial aumentou a precisdo dos resultados gerados pelo
método DD em relacgdo aos resultados listados na quarta coluna, gerados pelo método AS. Este fato
é esperado, pois 0 DD é um classico método numérico de malha fina [1], enquanto que o método
ASy [15] € um método numérico analitico que gera resultados livres de erros de truncamento

espacial, apresentando apenas o0s erros de arredondamento da aritmética computacional finita. A
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equivaléncia observada na Tabela 1 entre 0 método Py, com condi¢Ges de contorno do tipo Mark, e
0s métodos S, com quadraturas de Gauss-Legendre de ordem N + 1 ocorre por conta da utilizagdo
das N + 1 direcOes discretas nas equagdes de contorno do tipo Mark. Desta forma foi verificada a
equivaléncia existente entre os métodos Sy e Py_, com condi¢Bes de contorno do tipo Mark [4].
Em relacdo a metodologia Py com condicBes de contorno do tipo Marshak, os desvios relativos
percentuais em relagdo ao ASy ndo foram nulos. No caso da condig¢do de contorno do tipo Marshak
sdo realizadas integracGes nas equacdes de contorno, logo os resultados deixam de ser equivalentes
aos do método AS,. Em relacdo aos tempos medios de execucdo, pode-se observar que a condicao
de contorno do tipo Marshak gerou resultados com tempos médios de execucdo bem superiores aos
do Mark devido ao custo computacional na determinagdo das integrais nas Equagdes (12) e (13).
Neste trabalho, estas integrais foram obtidas utilizando funcdes disponiveis do MatLab® para
calculo analitico da integracdo do produto de polindmios de Legendre de graus arbitrarios.

Para verificar a precisdo da metodologia analitica de solucdo da equacgéo de transporte proposta
neste trabalho na subsecdo 2.2, foram gerados resultados numéricos para os fluxos angulares de
néutrons nas direcdes definidas pelas ordenadas discretas do método S). Dada uma ordem de
quadratura, foi escolhida uma das dire¢cdes como entrada no aplicativo para gerar o fluxo angular
correspondente. Na Tabela 2 estdo listados os resultados obtidos para os fluxos angulares em
direcdes associadas aos métodos de ordenadas discretas Sq, € S;.g, respectivamente, em duas

diferentes posi¢fes do dominio.

Tabela 2: Fluxos angulares para o problema-modelo (cm™2s™1).

x (cm) DD (18)? DD (200) ASy Reconstrucdo Angular
Mark Marshak
Ses €t = —0,6489654712 Pes Pgs
5 3,314574 3,317563 3,317592 3,317592 3,317592
0)° (0)
10 7,460111 7,432293 7,432018 7,432018 7,432018
Q) Q)

5128 eu= 0, 3471177286 P127 P127
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5 5,741659 5,713278 5,712995 5,712995 5,712995
©) ©)

10 5,219650 5,157773 5,157159 5,157159 5,157159
(©) (©)

Legenda: (a) — Nodalizagdo; (b) — Desvio relativo percentual em relagdo ao resultado gerado pelo método AS,y .
A equivaléncia entre 0 método Py, com condi¢des de contorno do tipo Mark, e 0s métodos Sy,

com quadratura de Gauss-Legendre de ordem N + 1, também pode ser observada ao analisar a
Tabela 2. E importante ressaltar que os fluxos angulares foram calculados em direcdes associadas s
ordenadas discretas tdo somente para verificar a precisdo dos resultados em relacdo aos métodos
ASy e DD. Diferentemente do método classico de ordenadas discretas, que reproduz os fluxos
angulares apenas em direcBGes discretas, a técnica de reconstrucdo angular apresentada neste
trabalho pode ser utilizada para calcular o fluxo angular em qualquer diregdo u € [—1,1], com
excecao da direcdo pu = 0, correspondente ao angulo polar de 90°.

Neste ponto € realizado um experimento numérico de reconstruir fluxos angulares de
quadraturas mais altas a partir de métodos Py de ordens mais baixas. Como exemplos, observando a
Tabela 2, os fluxos angulares nas direcdes de S¢, € S;,5 foram reconstruidos a partir das
aproximacdes P;; Mark e Marshak. Os resultados estdo listados na Tabela 3 e, para este
experimento numeérico, conclui-se que os fluxos angulares nas direcfes de S¢, € S;,5 reconstruidos

utilizando o método P5, apresentaram boa precisdo em relacdo aos fluxos angulares gerados pelo

método ASy.
Tabela 3: Reconstrucdo angular utilizando o método P3; (cm™2s71).
x (cm) DD (200)? ASy Reconstrucdo Angular
Mark Marshak
Ses e =—0,6489654712 Ps, Pa,
5 3,317563 3,317592 3,317669 3,317669
(2,3E-3)° (2,3E-3)°
10 7,432293 7,432018 7,432023 7,432023
(6,7E-5) (6,7E-5)

S12s € u = 0,3471177286
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5 5,713278 5,712995 5,712655 5,712645
(5,9E-3) (6,1E-3)
10 5,157773 5,157159 5,157178 5,157177
(3,7E-4) (3,5E-4)

Legenda: (a) — Nodalizaco; (b) — Lé-se 2,3 x 1073; (c) — Desvio relativo percentual em relacéo ao resultado gerado
pelo método ASy.

4. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A equacdo linear de transporte de Boltzmann, apresentada na subsecdo 2.2 deste trabalho, é
utilizada para modelar matematicamente o fenébmeno de migracdo de néutrons em um dado meio
material hospedeiro. Mesmo considerando um modelo de transporte estacionario, unidimensional,
azimutalmente simétrico, monoenergético e com fonte interior isotropica e de valor conhecido, esta
equacdo apresenta um alto grau de complexidade. Para que seja obtida uma solucdo aproximada
para esta equacéo utilizou-se a solucdo geral local das equagdes Py, apresentada na se¢do 2.1, com
uma aproximacdo nos termos de fonte por espalhamento da equacéo de transporte. A metodologia
de solucédo proposta, denominada reconstrucdo angular, gera resultados aproximados para os fluxos
angulares em pontos e direcBes arbitrarias do dominio, desde que u # 0. A secdo 3 apresenta
resultados numéricos para um problema-modelo. As precisdes dos resultados numéricos gerados
pelo método Py e pela reconstrucdo angular foram avaliadas comparando-se estes resultados com
aqueles obtidos por meio dos métodos ASy € DD.

Como podem ser observados na Tabela 1, os intervalos de tempo aproximados de execuc¢do do
cddigo Py, com condigdes de contorno do tipo Mark, foram bem inferiores quando comparados
com os tempos de execucdo dos outros métodos. Ademais, a técnica de reconstrucdo angular
descrita neste trabalho pode também ser utilizada para reconstruir os fluxos angulares nas direcfes
dos métodos S, de mais altas ordens utilizando métodos P, de mais baixa ordem. Como pode ser
visto na Tabela 3, para o problema-modelo proposto, a reconstrugdo de fluxos angulares nas
direcOes de S¢, € S;,g, Utilizando 0 método Ps;;, gerou resultados com baixos desvios relativos
percentuais em relacdo aos fluxos angulares gerados pelo método AS,. Como sugestdes para
trabalhos futuros, prop6em-se implementagédo de uma metodologia para as condigdes de contorno
do tipo Marshak, que seja mais eficiente, como descrita na referéncia [5] e extensdo da metodologia
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proposta para a formulacdo multigrupo de energia. A implementacdo mais eficiente da metodologia
para as condi¢des de contorno Marshak é claramente necessaria, conforme se observa na Tabela 1,
pois 0 tempo de execugcdo computacional para esse tipo de condi¢bes de contorno resultou em
varias ordens de grandeza superior ao tempo de execucdo com as condi¢bes de contorno Mark, e é
essencial que isto seja remediado. Ademais, pode-se utilizar a metodologia analitica de solucao das
equacOes Py, descrita neste trabalho, para generalizar a técnica de aceleracdo baseada na estimativa

inicial dos momentos angulares no convencional esquema iterativo de fonte de espalhamento [12].
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